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ZusammenfassungAktuell entwickeln sich sehr inter- bereits mehrfach informationstheoretische Anwendungen
essante Arigze, informationstheoretische Methoden im der Finanzmathematik vorgeschlagen. So zeigte bei-
der Finanzmathematik anzuwenden. In diesem Beitrggielsweise Les Gulkd [6] anhand eines idealisierten Mo-
wird ein kurzerUberblick iiber diese Ideen unigber die dells, wie sich Preise von Wertpapieren durch das aus
ihnen zu Grunde liegende Definition des Begriffs Infoder Statistischen Physik wohlbekanpRinzip der maxi-
mation und seine Interpretation im Kontext mit Portfoliomalen Entropie”, einem Optimierungsproblem mit Rand-
gegeben. Neben einer Anwendurig flas zentrale Con-bedingungen, herleiten lassen. Andererseits konnte der
trolling eines Finanzunternehmens bietet das Resultat digor [24] mathematisch zeigen, wie der zu erwarten-
Grundlage fir einen theoretischen Ansatz, den Geldwedte Ertrag eines Portfolios mit diversifizierter Verteilung
von Information zu bestimmen. statistischer Momente und investierten Kapitals auf ein-
zelne Subportfolios informationstheoretisch interpretiert
Summary. In recent time there developped some irwerden kann.
teresting ideas to apply information theoretic methods inlm folgenden werden die Grundgedanken beider Bei-
financial mathematics. In this article, a survey about theisége kurz dargestellt. Dazu wird zachst der Begriff
ideas and the underlying definitions of the notion of infoder Information edutert, bevor auf den Ansatz von Gul-
mation and its interpretation in the context of portfolios iso und anschlieRend auf den des Verfassers eingegangen
given. It contains the information theoretic fundamentabgrd.
and a mathematical relation between the statistical mo-
ments and the expected return of a financial asset deve- ) )
lopped by the author, as well as a remarkable analogydo INformation und Wissen
the model of theentropic markeby Les Gulko. Besides . ) . ) o
an application for the central controlling of a financial inVas ist Information? Kaum ein Begriff, der im algli-
stitution, the result yields the basis for a theoretical ans&f¥en Leben so oft gebraucht (und gelegentlich strapaziert)
to evaluate information monetarily. However, the mon¥rd. Wie mit allen fundamentalen,grsten”) Begriffen
tary value of information cannot be calculated absolutelZ] kann eine Definition nur vage ausfalleimformati-

but only relatively with respect to the expected risk. ~ Onist der darstellungs-, sender- und eamgerinvariante
Gehalt einer Mitteilung, einer Nachricht oder eines Ereig-

nissesl[17].
1 Ein|eitung Nach Weizécker [26] muss zuiachst zwischen zwei
Arten von Information unterschieden werden: Einerseits
,Was kostet ein Byte?* Information spielt nicht nur igibt es diefaktischelnformation,,die man bereits weif3",
den wirtschaftswissenschaftlichen Theorien eine wichﬁn_Olererselts dlepofcennelle_ oder V|r_tuelle Informa’qon,
ge Rolle, beispie|sweise im Zusammenhang mit der Efjle man (nOCh) nicht weil}“. Faktische Information, al-
fizienz von Markten oder in der Spieltheorie. Aus beso Wissen kann ausschlief3lich von bereits vergangenen
triebswirtschaftlicher Sicht erlangt Information als einé?reignisfsep stammﬂ'lm Umkehrschluss liefern ziikaf-
der Produktionsfaktoren immer @Bere Bedeutung. Diet'ge.Ere@nlS_S.e potentielle Informathn. _
Ermittlung eines wissenschaftlich fundierten Preises vonEine spezifischere Antwort gibt die Informationstheo-
Information wére daher von erheblichem unternehmefii. Sie befasst sich speziell mit der potentiellen Informa-
schen und theoretischen Interesse. tion, die in drei Arten zedlIt:
Vorausset;ung daf Sf'nq Anwendgngen von Methoden 1. Die syntaktische Informatiomezieht sich auf die
der Informationstheorie in den Wirtschaftswissenschaf- . . .

L o ; : Symbole oder Zeichen, mit denen Nachrichiiéert-
ten, in einem ersten Schritt in der Finanzmathematik. In ragen werden. Hieraus leitet sich direkt die Einheit
der letzten Zeit sind es insbesondere zwei internationale o9 . . :

.. . O ! . der Information ab, insbesondere das Bit.
Veroffentlichungen, die informationstheoretische Anwen-
dungen in der Finanzmathematik vorschlagen. Es wurderizeit und Wissen angen also unaufslich zusammen!




2. Diesemantische Informatideezieht sich aufdie Be-3  |nformation und Wahrscheinlich-
deutung von Nachrichten. keit

3. Die pragmatische Informatiomezieht sich auf die
Wirkung und den Nutzen von Nachrichten. Wir werden in diesem Beitrag ganz pragmatisch Informa-
Lyre [16] spricht suggestiv von dgbDreidimensionalit tlo.n als eine Funkfuqlh-l einer gegebenen_Wah_rsche|nhgh-
S . ; . keitsverteilungdefinieren Die Interpretation dieser Defi-
der Information” um zu verdeutlichen, dass die drei In-

: . . . . nition ist dann kontextakingig.
formationsaspekte lediglich verschiedene Sichtweisen autSt b= (pr,..., pn) €in Wahrscheinlichkeitsvektof ][9],

ein und dasselbe Rhomen darstellen. . . o . .
: . ) - so ist diedurchschnittliche Informatioroder auch die
Die syntaktische Information kann amgaisesten be- ntropie H(p) definiert als
schrieben werden. Die entsprechende mathematische |E)e- P P
finition stammt von Shannon_[21] aus dem Jahre 1948. n
Shannons bahnbrechende Idee war es, die Informétion H(p) = — Zpi logpi. 1)
als Funktion einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsvertei- i=

lung p zu betrachtenH = H(p), und zwar als MaBtr \y;r yerstehen in diesem Beitrag untdog* den Loga-

die Unsicherheit des Eintretens eines b"estimmten Erer’ﬁ’ﬁmus zur Basis 2,{0g,* oder,,Id*). Damit istH (p) die
nisses, bzw. als Malif die entsprechendéberraschung |tormation vonp in der Einheit Bit.

oder den Neuigkeitswg.rt. ) , Information rangt somit lediglich von einer gegebenen
Im engeren (und urspnglich Shannonschen) Sinne de\'/'\/ahrscheinlichkeitsverteilun|gab und bezieht sich nicht

Informationstheorie bezieht sich die Wahrscheinlichkeital—rekt auf den Inhalt oder die Bedeutung der zu Grunde
v_erteilung _Iediglich auf den Spez_ialfall einer Quelle, _diﬁegenden Ereignisse. Nur déahrscheinlichkeitermit
einen endlichen Vorrat an Nachrichten sendet, wobei ¢, o, gie Ereignisse eintreten, sind relevant, nicht die Er-

Nachricht Nummen' mit ‘?‘ef V\_/ahrscheinlichlgeipi.er- eignisse selber. Die Semantik liegt also implizit bereits in
zeugt wird. Auf diese Weise wird ganz offensichtlich Yoy Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten

der syntaktische Aspekt der Information beksichtigt. Gibt es nun zwei Wahrscheinlichkeitsvektorprund

Doch vor allem J_aynes; DL 12] ver_trit_t \_/ehfement di (mit der Eigenschaft, dasg nur da verschwindet, wo
Auffassung, dass dieser Ansatz auf prinzipiell jede Wa Gichp: gleich Null ist), so ist die so genannkaillback-

scheinlichkeitsverteilung verallgemeinert werden kan['eibler-lnformation oder die relative Entropievon p
Grundlage hieidr ist die Idee, dass eine WahrscheinIicrheZ]g”Chq definiert durch

keitsverteilung im wesentlichen A-priori-Kenntnis oder
Wissen darstellt, also faktische Information. Auf diese n .

i i i i K(p;q) = log ™! 2
Weise kann also auch die semantische Information ma- (pia) = Z pilog o= )
thematisch pgiziser gefasst werden, denn die Wahrschein- =

lichkeitsverteilung selbst ist formaler Ausdruck des Wi$ie Kullback-Leibler-Information ist ein Mafif die Ab-

sensiiber die betreffende Situation. i _ weichung zweier Verteilungen. Hierbei kann die Wahr-
Wenn beispielsweise — wie in den Lefidherniblich - scheinlichkeitsverteilung aufgefasst werden als mathe-
— fur einen Wirfel die Gleichverteilung; = ... = ps = matische Beschreibung des Wissens oder de&arapf

1/6 angenommen wird, so wird in Wahrheit das Wigichen Vorkenntnis Bayesian prior distribution[L2]);

sen formal ausgedckt, dass es sich um einedealen auf Grund neuer Erkenntnisse, etwa durch eine Mes-
Wiirfel handelt. Mit anderen Worten: Die Gleichverteisung oder durch Lernen, wird das Wissenaretert und
lung ist formaler Ausdruckifr das Nicht-Wissen, wel-finrt zu einer ganderten Wahrscheinlichkeitsverteilung
che Eigenschaftetiber den betrachteten ifel voraus- . pije Kullback-Leibler-Information ist dann der entspre-
gesetzt werden danen: also setzt man rationalerweisgnende Informationsgewinn. In diesem Beitrag wird die
gar keine voraus. Weil3 man dagegen mehr, beispielswegfiback-Leibler-Information allgemein als die Informa-

dass der empirisch beobachtete Mittelwert eines konkignsdifferenz aufgefasst, die das Wisgenon dem Vor-
ten Wlrfels 4,5 betagt (und nicht 3,5!), so darf man keingyissenq unterscheidet.

Gleichverteilung mehr annehmen. Welche Verteilung aber

dann? Eine mathematisch eindeutige Antwort gibt das aus

der Statistischen Physik bekannte Prinzip,geaximalen 4  Gulkos Entropischer Markt

Entropie”. Mit ihm lasst sich die Verteilung bei gegebe-

nem Wissen errechnen, so wie es Jaynes [12] in seilaikos Ansatz erweitert das klassische Arbitrage-

Brandeis lecturegyrandios vortihrte. Theorem von Arrow([11]. Grob ausgdikt besagt es, dass
Allerdings ist dieser Ansatz, obwohl sogar auf die komlann und nur dann keine dglichkeit zur Arbitrage be-

zeptionellen Ideen der Begnder der Wahrscheinlich-steht, wenn die Marktpreisenq, ..., y, der n Produkte

keitstheorie, Laplace und Bernoulli, Ziekfuhrbar [13], eines Marktes linear aingen von den Wahrscheinlich-

nicht unumstritten. keiten ps, ..., pm der m moglichen, Zustinde der Welt'.



Insbesondere also bestimmen die Preise im Falle von 512 Zusammengesetzte Portfolios
bitragefreiheit die Einscktzung risikoneutraler Marktteil- . i i .
nehmer, mit welcher Wahrscheinlichkeit die Zuktigen Betrachtgn wir nun eln_Portfollo, d_as ansSubportfolios
Weltzustinde eintreten. Umgekehrt bestimmen die eiR€Steht, in denen jeweils der Antgil des zur Verigung
geschitzten Wahrscheinlichkeiten die Preis[4, 18], Stehenden Gesamtkapitals investiert wird (gisa 0 und
Nach Gulkos Hypothese des Entropischen Markts ndhPi = 1). Bezeichnen wir ferner die Momentfunktion
ist diese Wahrscheinlichkeitsverteilung durch das PrinAgSi-ten Subportfolios mis, und die Summe der Mo-
der maximalen Entropie bestimmbar. Entropie bezeichifagntfunktionen des gesamten Portfolios BiDie Ver-
hier die durchschnittliche (potentielle) Information eindfilund der Momentfunktionetiber die Subportfolios ist
Wahrscheinlichkeitsverteilung, wie wir oben gesehen H2nn darstellbar durch den Veke (qs, ..., Gn), wobei
ben. Die Hypothese liefert eine hinreichende Bedingufiyf 18des gilt:
fur das wohlbekannte Black-Scholes-Modell, jedoth n
ne die Annahme der Normalverteilungshypothese. Noch G=s/S mits=3} s 4)
wichtiger: Unter leichten Vémderungen der Randbe- =1
dingungen lassen sich sogar ganz andere Wahrsch
lichkeitsverteilungen herleiten, so beispielsweise ghe
Verteilung [7].

B msst sich zeigen, dass der zu erwartende Ertrag des
gesamten Portfolios mit den Informa- tionen der beiden
Verteilungen zusammeahgt, und zwar durch die Formel
[24]:

5 Information und Rendite = llogs—H(p) —K(p:a) In2/t. ®)

Der Verfasser[[25] konnte zudem zeigen, wie der zu er-
Einen anderen Aspekt beleuchtet die Frage: Was hat Wartende Ertrag bei verschiedenen Randbedingungen ma-
formation mit erwarteter Rendite zu tun? Der Zusammeximiert wird:
hang offenbart sich erst nach zwei Schritten: @cimst
berbtigt man die so genannte Moment-Ertrag-Relation
(moment-return relationkeines beliebigen Assets oder
Wertpapiers, und ferner ein Portfolio mit gegebenen Ver-
teilungen des Investitionskapitals und der stochastischen
Momente, jeweils auf einzelne Subportfolios.

e Gibt es keine Restriktionen, so wird der erwarte-
te Ertrag r maximal, wenn das Investitionskapital
und die Momente gleichverteilt sind. Dieses Ergeb-
nis, also die Optimalit der Gleichverteilung, stimmt
vollstandig mit dem Resultat der klassischen Port-
foliotheorie iberein, dass ein risikoaverser Investor
sein Portfolio auf mglichst viele Risikopositionen
5.1 Die Moment-Ertrag-Relation diversifiziert (, Don't put all your eggs in one bas-
ket') [20] 22,[28]. Der maximale zu erwartende Er-

In der Finanzmathematik wird angenommen, dass die trag ist gegeben durch die Formel

zeitliche Entwicklung des Ertrags eines Wertpapiers (ei-
ner Aktie, einer Anleihe, aber auch eines Derivats wie ei- r, = [logs—H(p)] In2/t = logs/n] In2/t. (6)
ner Option) auf einem so genanntstochastischen Pro-

zess X[3,[19] beruht. Ublicherweise isX; eine Brown- | geis= const gegeben Gesamtmomentbedingung®).
sche Bewegung, und der Wertpapierkurs ein 1t0-Prozess pann ist der erwartete Ertrag maximal, wenn
[4,118,122,28].) Unter der milden Bedingung, dass f i gie beiden Wahrscheinlichkeitsdichtgnund g

diesen Prozess ein stochastisches Intagarhaupt nur gleich sind: Geometrisch bedeutet das, dass ler
definiert ist, konnte der Autof [24] nachweisen, dass der vestmentvektor(px,..., pn) die gleiché Richtung

zu erwartende ErtraB des in das Wertpapier investierten 4+ \wie der Momentenvektor(si, ..., s).
KapitalsW tiber den Zeithorizont durch dieMoment- T
Ertrag-Relation

6 Ausblick und Nutzen

Win2
R:

logs,  mits=[1+pt+oxt)]| () atuell werden Anwendungen informationstheoretischer

Methoden und Begriffe in der Finanzmathematik mehr-
gegeben ist. Hierbei igt die erwartete Rendite; die Vo- fach und oft unabfingig voneinander konkretisiert. Das
latilitat des Wertpapierkurses um@) das stochastischespricht daiir, dass die Ideefin der Luft liegen” und die
Integral (nulltes Moment*) des Prozesses. Die Funktiageit reif ist fiir eine neue Entwicklung.

sist die Momentfunktion des Wertpapiers. Interessant istGulko lost mit seiner Hypothese des Entropischen
folgende elementar beweisbare Folgerung: Die Ertrad8arkts das Problem der Preisbildung an Finaadkten,
funktion geriigt dem Gesetz des sinkenden Grenzertraiggem er den Shannonschen Informationsbegriff der In-
sowohl bei steigendem erwarteten Ertpagils auch bei formationstheorie benutzt und damit gewissermal3en Sa-
steigendem Risike. muelson,vom Kopf auf die Eil3e stellt‘. Ein anderer Zu-




sammenhang zwischen Information und Risiko ist zu @danksagung. Ich danke Jean-Christophe Curtill@irf
kennen, wenn man ein aus mehreren Subportfolios bestertvolle Hinweise und inspirierende Diskussionen.
hendes Portfolio von Risikopositionen betrachtet. Kennt

man die Verteilung des investierten Kapitals auf die ein-.

zelnen Subportfolios sowie diejenige der statistischirlteratur

Momente, so ist die zu erwartende Rendite des Gesamt- ‘ _

portfolios gleich einer einfachen Funktion der Entropier{l] K.J..Arrow: Le.rle des valegrs boursieves pour lare-
(der durchschnittlichen Informationen) beider Verteilun- partition la meilleure des risquesZconomtrie 41~
gen. Das Optimierungsproblem, den zu erwartenden Er- 48, CNRS (1953)

trag eines aus n Subportfolios bestehenden Gesamtport{g; m. Avellaneda, C. Friedman, R. Holmes and D.

lios durch optimale Wahl der Investitionskapitalverteilung ~ samperi: Calibrating volatility surfaces via relative-

zu maximieren, wird formuliert und gé&t. Durch Glei- entropy minimization,Applied Mathematical Fi-
chung [$) der zu erwartende Ertragnit der Kullback- nance4 (1997)

Leibler-Information in Beziehung gebracht. Gleichung

(@) erlaubt die bemerkenswerte Schlussfolgerung, dass 8] H. Bauer: Wahrscheinlichkeitstheoriede Gruyter
de Informationsdifferenk (p; q) zwischen dem Wissep Berlin New York 1991

der Investitionsverteilung und der Vorkenntajiger Risi-
ken den zu erwartenden Ertrag mindert.

Nach einer Idee von Stoughton und Zechner [23t
sich das Resultat im zentralen Controlling einesraab-  [5] W. Ebeling, J. Freund and F. Schweiz&omplexe
teilungen bestehenden Finanzinstituts direkt anwenden. Strukturen: Entropie und Informatio®.G. Teubner
Hier ist das Gesamtportfolio das gesamte Unternehmen, Stuttgart Leipzig 1998
wahrend die Abteilungen den Subportfolios entsprechen. . ]

Das Controlling muss also beiht sein, die Verteilung [6] L. Gulko: “The Entropic Market Hypothesisinter-
des Investitionskapitals auf die einzelnen Abteilungen der  National Journal of Theoretical and Applied Finance
Verteilung der Momente geafd Gleichung[(5) anzupas- 2(3), 293-329 (1999)

sen. . ) ~[7] L. Gulko: ‘The entropy theory of stock option pri-

Einen weiteren Aspekt eét man durch den Ausblick cing’, International Journal of Theoretical and Ap-
aL_Jf de_n Fall urjvollsindlger Information. Normal_erwelse plied Finance2(3), 331-355 (1999)
wird die Verteilung der Momente nur unvolistdig be-
kannt sein, sei es durch prinzipielles Unwissen oder durd8] W. Heise and P. QuattroccHinformations- und Co-
bewusstesnformation hidingder Manager der Subport-  dierungstheorie. 3. Auflag&pringer-Verlag Berlin
folios. Man sieht sofort, dass in diesem Fall die Wahl der Heidelberg 1995
optimalen Kapitalverteilung misslingt, denn die Informa-
tionsdifferenz diackt den Gewinn. Der Ertrag wird also
nicht maximal.
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(B sieht man, dass der maximale zu erwartende Ertrag 2000
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verteilung, beispielsweise durch Markt- oder Portfoligt1] E.T. Jaynes: ‘Information theory and statistical me-
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